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V magistrskem delu smo predstavili različne metode za obravnavo nelinearnih problemov v 
mehaniki. Na podlagi celotne Lagrangeove formulacije smo izpeljali nelinearni 1D končni 
element za obravnavo paličnih struktur in nelinearni 3D končni element, ki smo ga uporabili 
za analizo rotacije kocke in upogiba nosilca. Iz rezultatov numeričnih analiz smo ugotovili, 
da je uporaba 3D nelinearnih končnih elementov nujna v primeru velikih pomikov in velikih 
rotacij strukture. Ugotovili smo še, da je uporaba inkrementalnega reševanja nujno potrebna 
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In the master's thesis, we presented varous methods for solving nonlinear problems in 
mechanics. Based on the Total Lagrangian formulation, we derived a nonlinear 1D finite 
element for solving truss structures and a nonlinear 3D finite element that was used to 
analyse the rotation of the cube and bending of the beam. From the results of numerical 
analysis, we found that it is necessary to use 3D nonlinear finite elements in the case of large 
displacements and large rotations. We also found that the use of incremental formulation is 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
a, b, c, d / konstante 
A mm2 površina 
𝑒0
 
𝑖𝑗 / linearni del inkrementa deformacij 








𝑡  N/mm3 telesne sile 
F, P, R N sila 
Fg N sila teže 
g mm/s2 težnostni pospešek 
h mm višina stikala 
Iz mm
4 vztrajnostni moment prereza 
k N/mm togost vzmeti 
L mm dolžina 
m g masa 
n / število inkrementov 
ℛ Nmm virtualno delo zunanjih sil 
S MPa 2. Piola-Kirchoffova napetost 
t s čas 
u mm pomik 
𝑢0
 
𝑖 mm inkrement pomika v smeri i med dvema zaporednima 
časovnima trenutkoma 
U mm vozliščni pomiki 
V mm3 volumen 
v / poljubna funkcija 
yI, yII mm upogibnici 
ΔT K sprememba temperature 
𝑝 MPa tlak 
𝑥, 𝑦, 𝑧 / koordinate v kartezičnem koordinatnem sistemu 
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 / koordinate v kartezičnem koordinatnem sistemu 
{ 𝐴0
 } / vektor odvodov pomikov po vseh smereh 
[ 𝐵0
𝑡 ] / matrika odvodov oblikovnih funkcij 
{𝐶} / vektor konstant 
[𝐶] MPa togostna matrika pri Hookeovem zakonu 
[ 𝐶0
𝑡 ] / Cauchy-Greenov tenzor deformacij 
{ 𝐹0
𝑡 } N vektor vozliščnih obremenitev, ki so posledica 
notranjih napetosti 
[𝐼] / enotska matrika 
[𝐽] / Jakobijeva matrika 
[ 𝐾0
𝑡 ] N/mm togostna matrika 
[𝐿] / matrika odvodov 




Oznaka Enota Pomen 
   
{ 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } N vektor vozliščnih obremenitev, ki so posledica 
zunanjih obremenitev 
[ 𝑅0
𝑡 ] / rotacijska matrika 
[ 𝑆0
𝑡 ] / razširjena matrika 2. Piola-Kirchoffovih napetosti 
[ 𝑈0
𝑡 ] / simetrična matrika 
[ 𝑋 0
𝑡 ] / tenzor gradienta deformacij 
   
𝛼 mW/(mm2K) toplotna prestopnost 
ε / deformacije 
Λ  volumska koordinata 
σ MPa Cauchyjeva napetost 
σy MPa meja tečenja (angl. Yield stress) 
𝜈 / Poissonovo število 
𝜓 / oblikovna funkcija 
ρ t/mm3 gostota 
θ ° kot zasuka 
𝜂0
 
𝑖𝑗 / nelinearni del inkrementa deformacij 
[0
𝑡 ] / Green-Lagrangeov tenzor deformacij 
   
Indeksi   
   
0 začetni  
L linearni   
NL nelinearni  
T tangentni  
   
 
Opomba: V literaturi pogosto zasledimo notacijo, pri kateri matriko označimo s črko v 
oglatem oklepaju, npr. [𝐴], vektor pa s simbolom v zavitem oklepaju, npr. {𝑎}. To notacijo 






Seznam uporabljenih okrajšav 
Okrajšava Pomen 
  
MKE metoda končnih elementov (angl. Finite Element Method) 
KE končni element 
MNO materialno nelinearna (angl. Material Non-linear Only) 
PEI30 polieterimid s 30 % steklenih vlaken (angl. 30% Glass Filled 
Polyetherimide) 
TLF celotna Lagrangeova formulacija (angl. Total Lagrangian 
Formulation) 













1.1 Ozadje problema 
V magistrskem delu bomo predstavili nelinearno analizo in različne, splošno uporabne 
metode za numerično reševanje nelinearnih problemov v mehaniki. Pregledali bomo različna 
področja nelinearne analize – mehaniko kontinuuma, diskretizacijo končnih elementov, 
numerične algoritme in programske rešitve. 
 
Nekatere pojave lahko popišemo zgolj z uporabo nelinearne analize (npr. rast razpoke kot 
posledica dolgotrajnih obremenitev, porušitev strukture zaradi preobremenitve ipd.). V 
zadnjem času se je uporaba nelinearne analize bistveno povečala zaradi: 
- optimiranja konstrukcij, 
- uporabe novih materialov in 
- bolj rigoroznega reševanja varnostnih vprašanj. 
 
Nelinearno analizo lahko uporabljamo praktično v katerikoli veji inženirstva, še posebej 
pogosto v: 
- nuklearni tehniki, 
- avtomobilski industriji, 
- vojaški industriji, 
- aeronavtični industriji, 
- rudarski industriji in  
- analizi potresov. 
 
Najpomembneje za učinkovito in uspešno izvedbo nelinearne analize je dobro fizikalno in 
teoretično razumevanje obravnavanega problema. Ključna je ustrezna povezava med 
fizikalnim pogledom na problem in matematično formulacijo problema. 
 
Pri razvoju novega modela vedno začnemo s preprostim modelom, ki ga po potrebi 





Slika 1.1: Shematičen prikaz modeliranja 
 
Za reševanje nelinearnih problemov uporabljamo tri kinematične formulacije: 
- materialno nelinearno analizo (MNO) 
o majhni pomiki, majhni zasuki, majhne deformacije 
o nelinearna zveza med napetostmi in deformacijami 
- celotno Lagrangeovo formulacijo (TLF) 
o veliki pomiki, veliki zasuki, majhne deformacije 
- posodobljeno Lagrangeovo formulacijo (ULF) 
o veliki pomiki, veliki zasuki, velike deformacije 
 
Zelo pomembno je, da pri uporabi posameznega pristopa pazimo, da ne uporabljamo 
nasprotujočih si predpostavk, npr. materialni zakon, ki ga uporabimo pri celotni Lagrangeovi 





Cilj magistrskega dela je predstaviti teoretično ozadje različnih formulacij za reševanje 
nelinearnih problemov v mehaniki, ki upoštevajo velike pomike in velike rotacije. Za 
izbrano metodo želimo prikazati postopek določitve enačb po MKE za obravnavo volumskih 
problemov in pristop računske obravnave. 
 
Glavni cilj magistrskega dela je zasnova lastne kode, ki bo omogočala za poljuben volumski 
robni problem določiti mehanski odziv. Z uporabo lastne programske kode želimo na 
praktičnih primerih v 1D in 3D prikazati uporabo celotne Lagrangeove formulacije. Poleg 
tega želimo prikazati razliko med linearnim končnim elementom (majhni pomiki, majhne 
rotacije) in nelinearnim končnim elementom (veliki pomiki, velike rotacije). 
 
V okviru magistrskega dela bomo izvedli eksperiment. Rezultate eksperimenta bomo 




V magistrskem delu bomo preverili naslednje hipoteze: 
 
Hipoteza 1: Če pri reševanju problemov, ki vsebujejo velike pomike in velike rotacije (npr. 
rotacija nekega elementa po prostoru brez mehanskih obremenitev), uporabimo linearne 
končne elemente, ki upoštevajo majhne pomike in rotacije, dobimo popolnoma napačne 
rezultate. 
 
Hipoteza 2: Pri obravnavi nelinearnih problemov je potrebno za pravilno določitev 
napetostnega stanja in pomikov uporabiti inkrementalno reševanje. 
 
Hipoteza 3: Pri obravnavi upogiba nosilca, pri katerem pride do velikih upogibov in s tem 
posledično do velikih rotacij, je za izračun pomikov in napetostnega stanja v nosilcu 











2 Teoretične osnove in pregled literature 
Teoretične osnove nelinearne analize smo povzeli po Batheju [1]. 
2.1 Klasifikacija nelinearnih analiz 
V mehaniki poznamo različne vrste nelinearnosti: 
- materialne nelinearnosti, 
- problemi, ki vsebujejo velike pomike, velike rotacije in majhne deformacije, 
- problemi, ki vsebujejo velike pomike, velike rotacije in velike deformacije, 
- problemi z nelinearnimi robnimi pogoji. 
 
V nadaljevanju bomo na kratko predstavili navedene tipe nelinearnosti. 
 
 
2.1.1 Materialne nelinearnosti 
Pri materialnih nelinearnostih upoštevamo: 
- infinitezimalne pomike, 
- infinitezimalne deformacije, 
- nelinearno zvezo med napetostmi in deformacijami. 
 
Vsa nelinearnost je zbrana v zvezi med napetostmi in deformacijami. Primer materialne 
nelinearnosti je elastoplastičen material. Zveza med napetostmi in deformacijami v primeru 
materialne nelinearnosti je prikazana na sliki 2.1. 
 
Slika 2.1: Primer materialne nelinearnosti 
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2.1.2 Veliki pomiki, velike rotacije, majhne deformacije 
Pri tej vrsti nelinearnosti upoštevamo, da: 
- so pomiki in rotacije lahko veliki, 
- so deformacije majhne, 
- je zveza med napetostmi in deformacijami lahko linearna ali nelinearna. 
 
Primer take vrste nelinearne analize je prikazan na sliki 2.2. Vidimo, da element med analizo 
opravi velik premik in veliko rotacijo, deformacija elementa pa je še vedno majhna. 
 
Slika 2.2: Primer nelinearnosti – majhne deformacije 
 
 
2.1.3 Veliki pomiki, velike rotacije, velike deformacije 
Pri tej vrsti nelinearnosti upoštevamo, da: 
- so pomiki, rotacije in deformacije lahko veliki, 




2.1.4 Nelinearnost robnih pogojev 
Primer nelinearnosti zaradi robnih pogojev je prikazan na sliki 2.3. Do nelinearnosti v 
sistemu pride, ko se zaradi deformacije elementa zračnost med vzmetjo in deformiranim 
elementom zapolni. V tistem trenutku se spremeni togost sistema (upoštevati je potrebno še 
togost vzmeti). 
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2.2 Osnovni pristopi inkrementalnega reševanja 
Običajno nelinearne probleme rešujemo s pomočjo inkrementalnega reševanja. Za 
razumevanje osnovnega pristopa inkrementalnega reševanja si poglejmo primer prikazan na 
sliki 2.4. Predpostavimo, da obravnavamo telo, ki je podvrženo nekim zunanjim 
spreminjajočim se robnim pogojem (predpisan pomik in/ali obremenitev). Po 
inkrementalnem pristopu predpisano silo oz. pomik diskretiziramo v času (prikazano na 
desni strani slike 2.4). 
 
Slika 2.4: Primer sistema s predpisanimi zunanjimi obremenitvami in pomiki 
Glede na frekvenco obremenjevanja ločimo statično in dinamično analizo. Pri statični analizi 
je frekvenca obremenjevanja bistveno manjša od lastnih frekvenc sistema, pri dinamični pa 
je frekvenca obremenjevanja v rangu lastnih frekvenc sistema. 
 
Pri nelinearni analizi je čas psevdospremenljivka. To pomeni, da nas absolutni čas ne 
zanima, saj lastnosti niso časovno odvisne. Čas določa zgolj nivo obremenitve. Drugače je 
pri analizi, kjer so lastnosti časovno odvisne (npr. lezenje). V tem primeru je čas tudi 
dejanska spremenljivka. 
 
Pomembno je, da glede na fizikalno ozadje problema, izbrano numerično metodo in 
predvidene stroške analize izberemo ustrezen časovni inkrement (manjši kot je inkrement, 
daljša in dražja bo analiza). 
 
Cilj inkrementalnega reševanja je zagotavljanje osnovnih zahtev mehanike v vsakem 
inkrementu: 
- ravnotežne enačbe, 
- kompatibilnostne enačbe in 
- povezava napetosti in deformacij. 
 
Pomembno je poudariti, da vozliščne obremenitve pri analizi niso odvisne od deformacije 
strukture, ampak so samo funkcije psevdočasa (glej sliko 2.5). To pomeni, da deformacije 
ne vplivajo na usmerjenost obremenitve (npr. ko se nosilec na sliki 2.5 deformira, je sila še 
vedno usmerjena navpično navzdol in ne pravokotno na nosilec). 
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Slika 2.5: Neodvisnost zunanjih obremenitev od deformacije 
 
 
2.3 Preverjanje ustreznosti mreže 
Pri analizi s končnimi elementi (KE) je zelo pomembna mreža končnih elementov. Analizo 
vedno izvedemo s KE različnih velikosti in primerjamo rezultate. Opazujemo konvergenco 
mreže. Eden od načinov preverjanja ustreznosti mreže je kontrola napetostnih skokov na 
izbrani liniji KE. Poglejmo primer iz [1] prikazan na sliki 2.6. Obravnavamo natezno 





Slika 2.6: Primer natezno obremenjene plošče z luknjo [1] 
Na začetku pri mreženju obravnavanega območja uporabimo 2 KE – prikazano na sliki 2.7 
a). Iz slike vidimo, da je maksimalna napetost v elementu 281 MPa, pomik v smeri 
koordinate 𝑧 pa 0,0285 mm. Na sliki 2.7 b) so prikazane napetosti v obeh elementih na 
premici 𝑦 = 𝑧. Vidimo, da se napetosti medsebojno ne ujemajo, v skupnih točkah pride do 








Nedeformirana mreža Deformirana mreža 
 
neujemanje 
𝜎1 = maksimalna glavna napetost 
debelina 
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Na sliki 2.8 a) je prikazana mreža z 288 elementi. Maksimalna napetost v elementu se je 
povečala na 337 MPa, maksimalni pomik v smeri 𝑧 pa na 0,0296 mm. Na sliki 2.8 b) so 
prikazane napetosti v elementih na premici 𝑦 = 𝑧. Vidimo, da v tem primeru praktično ni 





Slika 2.8: Primer napetostnih skokov – 288 končnih elementov: a) mreža KE [1] in b) napetosti v 
elementih [1] 
Če bi želeli z gotovostjo trditi, da je mreža ustrezna, bi morali napetostne skoke preveriti na 
vseh mestih, kjer pride do stika posameznih elementov. Postopek je dolgotrajen, zahteva 
veliko interpretacije rezultatov, zato ga v praksi ne uporabljamo prav pogosto. Alternativni 
način za predstavitev napetostnih skokov je izris področij z enakim tlakom, pri čemer 
upoštevamo 
𝑡𝑙𝑎𝑘 =
−(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦 + 𝜎𝑧𝑧)
3
 (2.1) 
Na sliki 2.9 a) je prikazan diagram območij z enakim tlakom v primeru mreženja z dvema 
KE. Iz slike vidimo, da je mreža neustrezna, saj območja z enakim tlakom niso zvezna. 




Slika 2.9: Prikaz področij z enakim tlakom: a) za mrežo 2 KE [1] in b) za mrežo 64 KE [1] 
Pri mreženju z 288 KE iz slike 2.10 vidimo, da so področja z enakim tlakom povsem zvezna, 
zato lahko sklepamo, da je mreža v tem primeru ustrezna. 
  
Nedeformirana mreža Deformirana mreža 
edino vidno 
neujemanje 
𝜎1 = maksimalna glavna napetost 
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Slika 2.10: Prikaz področij z enakim tlakom – mreženje z 288 končnimi elementi [1] 
Hitro lahko ugotovimo, da je drugi pristop bistveno bolj primeren, saj lahko na podlagi ene 
slike ugotovimo ustreznost mreže. 
 
 
2.4 Lagrangeove spremenljivke 
V magistrskem delu bomo pri obravnavi problemov upoštevali velike pomike, velike rotacije 
in majhne deformacije. Uporabili bomo Lagrangeov popis gibanja. Slika 2.11 prikazuje 
opazovani materialni delec v treh časovnih trenutkih v stacionarnem koordinatnem sistemu. 
Časovni trenutek, na katerega se nanaša posamezna spremenljivka, označimo v levem 
zgornjem kotu (npr. 𝐴 




Slika 2.11: Deformacija materialnega delca 
Predpostavili bomo, da poznamo rešitev sistema pri času 𝑡 in da nas zanima rešitev pri času 
𝑡 + ∆𝑡. Koordinate točke 𝑃 pri času 0 označimo z 𝑥𝑖 
0  (za 𝑖 = 1, 2, 3). Podobno jih pri času 
𝑡 označimo z 𝑥𝑖 
𝑡 . Pomik v smeri posamezne koordinatne osi od časa 0 do časa 𝑡 označimo 
z 𝑢𝑖0
𝑡 , z 𝑢𝑖0
𝑡+∆𝑡  pa označimo pomik v smeri koordinate 𝑥𝑖 od časa 0 do 𝑡 + ∆𝑡. Inkrement 
pomika v smeri 𝑥𝑖 med 𝑡 in 𝑡 + ∆𝑡 označimo z 𝑢0
 
𝑖. Ob upoštevanju teh oznak lahko gibanje 
materialnega delca po prostoru popišemo s spodnjimi enačbami 
𝑥𝑖 
𝑡 = 𝑥𝑖 
0 + 𝑢𝑖0
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𝑥𝑖 
𝑡+∆𝑡 = 𝑥𝑖 
0 + 𝑢𝑖0





𝑡  (2.4) 
Izkaže se, da sta za nelinearno analizo zelo primerna 2. Piola-Kirchoffov tenzor napetosti in 
Green-Lagrangeov tenzor deformacij [1]. Pri nadaljnjih definicijah bomo imeli opravka z 
veličinami, ki so vezane na dva časovna trenutka. Kot pri dosedanjih oznakah bomo čas 
označili na levi strani simbola. Upoštevali bomo, da se levo spodaj nahaja referenčni čas, 
levo zgoraj pa časovni trenutek, v katerem nas zanima vrednost opazovane veličine (npr. 
𝑆0
𝑡
𝑖𝑗 označuje napetost pri času 𝑡 v konfiguraciji pri času 𝑡, zapisano glede na referenčno 
stanje pri času 0). V spodnjih enačbah smo z 𝜌 označili gostoto, z 𝑥𝑖,𝑚 pa posamezno 
komponento gradienta deformacij. 
 











0  (2.5) 























































































𝑡  (2.9) 
Gradient deformacij opiše deformacije materialnih vlaken (raztezek oz. skrček in rotacije). 
Predpostavimo, da vektorja {𝑑 𝑥 
0 } in {𝑑 𝑥 
𝑡 } definirata lego in orientacijo materialnega vlakna 
pri času 0 in času 𝑡. Vektorja sta medsebojno povezana preko gradienta deformacij 
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{𝑑 𝑥 
𝑡 } = [ 𝑋0
𝑡 ]{𝑑 𝑥 
0 } (2.10) 
Inverz gradienta deformacij lahko označimo na dva načina 
[ 𝑋0
𝑡 ]−1 = [ 𝑋𝑡
0 ] (2.11) 
Pomembna ugotovitev je, da je gradient deformacij mogoče razdeliti na produkt dveh matrik 
(ortogonalne matrike, ki popiše rotacijo in simetrične matrike, ki popiše raztezke) 
[ 𝑋0
𝑡 ] = [ 𝑅0
𝑡 ][ 𝑈0




𝑡 ]−1 = [𝐼] (2.13) 
Z uporabo gradienta deformacij lahko opišemo Cauchy-Greenov tenzor deformacij 
[ 𝐶0
𝑡 ] = [ 𝑋0
𝑡 ]T[ 𝑋0
𝑡 ] (2.14) 






𝑡 ] − [𝐼]) (2.15) 
Green-Lagrangeov tenzor deformacij je simetričen, pri togih premikih in rotacijah se ne 











𝑡  (2.16) 
2. Piola-Kirchoffov tenzor napetosti je simetričen, se ne spreminja pri togih premikih oz. 
rotacijah in nima nikakršne direktne fizikalne osnove. Uporabljamo ga zgolj kot pripomoček, 




2.5 Princip o virtualnem delu 
Na sliki 2.12 a) je sistem v začetni konfiguraciji narisan s črno barvo. Opazovali bomo dve 
točki sistema (eno na površini in drugo nekje v notranjosti telesa). Kot vidimo je telo 
omejeno z določenimi robnimi pogoji. Pod vplivom velikih pomikov, rotacij in deformacij 




𝑡  in površinske sile 𝑓𝑖
𝐴
 
𝑡 . Točka na površini se je premaknila za 𝑢𝑖
𝐴
 
𝑡 , točka v notranjosti 
pa za 𝑢𝑖 
𝑡 . 
Na sliki 2.12 b) je z zeleno barvo prikazana poljubna variacija pomika, ki smo jo izvedli na 




𝑡 , delec v notranjosti pa za 𝛿 𝑢𝑖 
𝑡 . Na sliki 2.12 b) je prikazana zgolj ena variacija 
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pomika. Pomembno je poudariti, da mora princip o virtualnem delu veljati za vsako 
variacijo, ki izpolnjuje robne pogoje. 
 
 
Slika 2.12: Princip o virtualnem delu: a) prikaz začetnega stanja in deformacije telesa in b) prikaz 
variacije pomika 
Princip o virtualnem delu pravi, da je virtualno delo notranjih sil enako virtualnemu delu 
zunanjih sil. S 𝜎𝑖𝑗 
𝑡  označimo Cauchyjev napetostni tenzor pri času 𝑡, z 𝛿 𝑖𝑗 
𝑡  virtualne 
deformacije, z ℛ 
𝑡  pa delo zunanjih sil. Princip o virtualnem delu lahko zapišemo 
∫ 𝜎𝑖𝑗 
𝑡 𝛿 𝑖𝑗 






𝑡  (2.17) 
kjer je 
ℛ 





















Iz definicije principa o virtualnem delu vidimo, da je virtualno delo notranjih sil enako 
integralu produkta (realnih) napetosti in virtualnega pomika pri času 𝑡 po trenutnem 
volumnu. Virtualno delo zunanjih sil je enako vsoti integrala produkta telesnih (volumskih) 
sil in virtualnih premikov notranjih točk pri času 𝑡 po trenutnem volumnu ter integrala 
produkta površinskih sil in virtualnih pomikov točk na površini pri času 𝑡 po trenutni 
površini. Z uporabo enačbe (2.17) lahko zapišemo princip virtualnega dela za časovni 
trenutek 𝑡 + ∆𝑡 in dobimo 
∫ 𝜎𝑖𝑗 
𝑡+∆𝑡 𝛿 𝑖𝑗 






𝑡+∆𝑡  (2.19) 
Iz zgornjega izraza ugotovimo, da je sistem problematičen, saj imamo opravka z 
integriranjem po neznanem volumnu (vnaprej ne poznamo končne konfiguracije sistema). 
Poleg tega ne moremo uvesti inkrementalnega obremenjevanja za Cauchyjeve napetosti, te 
se vedno nanašajo na trenutno geometrijo in jih ne moremo enostavno seštevati pri različnih 
časovnih trenutkih. Zato je smiselno, da za zapis virtualnega dela uporabimo 2. Piola-
Kirchoffov tenzor napetosti in Green-Lagrangeov tenzor deformacij. Tenzorja sta 
energetsko kompatibilna, hkrati pa omogočata zapis principa virtualnega dela glede na 
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∫ 𝜎𝑖𝑗 
𝑡 𝛿 𝑖𝑗 















Princip o virtualnem delu lahko sedaj, z uporabo 2. Piola-Kirchoffovega tenzorja napetosti 
in Green-Lagrangeovega tenzorja deformacij, zapišemo za časovni trenutek 𝑡 + ∆𝑡. Če kot 
referenčno konfiguracijo uporabimo tisto pri času 0, govorimo o celotni Lagrangeovi 



























2.5.1 Celotna Lagrangeova formulacija 
Celotna Lagrangeova formulacija temelji na uporabi napetosti in deformacij pri času 𝑡 + ∆𝑡 
zapisanih glede na začetno konfiguracijo pri času 0. Predpostavimo, da pri času 𝑡 poznamo 
vse statične in kinematične spremenljivke. Predhodno smo že omenili, da bomo rešitev iskali 
inkrementalno. Rešitev pri času 𝑡 + ∆𝑡 bomo izračunali kot seštevek znanega pomika pri 
času 𝑡 in neznanega inkrementa od časa 𝑡 do 𝑡 + ∆𝑡. V nadaljevanju je naš cilj linearizacija 
enačbe (2.21) z ozirom na inkrement pomika 𝑢0
 
𝑖. Posledica linearizacije bo, da bomo dobili 
samo aproksimacijsko rešitev pomikov. 
Najprej 2. Piola-Kirchoffov tenzor napetosti razstavimo na dva dela, in sicer 𝑆0
𝑡
𝑖𝑗 (znani del 
pri času 𝑡) in 𝑆0
 
𝑖𝑗 (neznani inkrement od časa 𝑡 do časa 𝑡 + ∆𝑡). Podobno naredimo tudi z 





































𝑡+∆𝑡 ) (2.26) 
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𝑡 ) (2.28) 


































Opazimo, da je z ozirom na inkrement pomikov 𝑢0
 
𝑖 prvi del zgornje enačbe linearen, drugi 






























V nadaljevanju bomo potrebovali variaciji linearnega in nelinearnega dela inkrementa 



































Vidimo, da je 𝛿 𝑒0
 




𝑖𝑗 pa je linearno odvisen od 𝑢0
 
𝑖. Z uporabo 






























Enačba (2.35) je v splošnem precej kompleksna in ni linearna glede na inkrement pomika 
𝑢0
 











Zgornji člen je linearen glede na inkrement pomikov 𝑢0
 
𝑖, zato dodatna linearizacija ni 
potrebna 












V splošnem je 𝑆0
 




𝑖𝑗 pa lahko razdelimo na variacijo 
linearnega in nelinearnega dela deformacij 
𝛿0
 
𝑖𝑗 = 𝛿 𝑒0
 
𝑖𝑗 + 𝛿 𝜂0
 
𝑖𝑗 (2.38) 
S pomočjo Taylorjeve vrste razvijemo 𝑆0
 












𝑟𝑠 + č𝑙𝑒𝑛𝑖 𝑣𝑖š𝑗𝑒𝑔𝑎 𝑟𝑒𝑑𝑎 (2.39) 







































































𝑖𝑗 želimo dobiti največ člene, ki so linearno odvisno od 𝑢𝑖, zato 












































V nadaljevanju zgornjo enačbo diskretiziramo in jo pripravimo za uporabo po MKE. Izkaže 
se, da iz prvih dveh členov na levi strani zgornje enačbe dobimo produkt transponiranega 
vektorja virtualnega pomika {𝛿𝑈}T, togostne matrike [ 𝐾0
𝑡 ] in vektorja inkrementa pomikov 
{∆𝑈}. Zanimivo je, da togostna matrika vsebuje materialne lastnosti in trenutno napetostno 
stanje. 























𝑡 ]{∆𝑈} (2.46) 
Desno stran enačbe (2.45) imenujemo tudi neuravnotežen člen virtualnega dela. Iz prvega 
člena desne strani enačbe (2.45) dobimo, da je virtualno delo zunanjih sil enako produktu 
transponiranega vektorja virtualnega pomika in vektorja vozliščnih obremenitev { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 }. Iz 
drugega člena na desni strani enačbe (2.45) pa dobimo produkt vektorja virtualnega pomika 












= {𝛿𝑈}T({ 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹0
𝑡 }) (2.47) 
Enačbo (2.45) v diskretizirani obliki zapišemo takole 
{𝛿𝑈}T[ 𝐾0
𝑡 ]{∆𝑈} = {𝛿𝑈}T({ 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹0
𝑡 }) (2.48) 
Pri analizi se togostna matrika [ 𝐾0
𝑡 ] med inkrementi posodablja. Če bi obravnavali probleme 
z velikimi pomiki in rotacijami ter bi bile poleg tega prisotne velike deformacije in/ali 
nelinearna zveza med napetostmi in deformacijami, bi morali problem reševati iterativno. 
Ker smo princip o virtualnem delu linearizirali glede na inkrement pomikov in ker bomo 
obravnavali probleme z velikimi pomiki, velikimi rotacijami, majhnimi deformacijami ter 
bo zveza med napetostmi in deformacijami linearna, se izkaže, da ne bomo potrebovali 
iterativnega reševanja. 
Kljub temu bomo na hitro predstavili potek iterativnega reševanja. Najprej moramo v enačbo 
(2.45) uvesti iteracijski števec 𝑘. Med posameznimi iteracijami bi se spreminjali parametri, 




































Zgornjo enačbo je za potrebe reševanja s končnimi elementi potrebno diskretizirati. To 
storimo na podoben način kot v primeru enačbe (2.48) in dobimo 
[ 𝐾0
𝑡 ]{∆𝑈(𝑘)} = { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹(𝑘−1)0
𝑡+∆𝑡 } (2.50) 
Naš cilj v posameznem inkrementu je izračun vektorja inkrementov pomikov {∆𝑈(𝑘)}. 
Najprej določimo togostno matriko [ 𝐾0
𝑡 ] in izračunamo vektor notranjih sil { 𝐹 0
𝑡 }. V prvem 
koraku (𝑘 = 1) privzamemo, da je 
{ 𝑈(0) 
𝑡+∆𝑡 } = { 𝑈 
𝑡 } (2.51) 
{ 𝐹(0) 0
𝑡+∆𝑡 } = { 𝐹 0
𝑡 } (2.52) 
Nato iz sistema enačb izračunamo vektor inkrementa pomikov. Izračunane inkremente 
dodajamo pomiku in dobimo vedno boljši približek pravi rešitvi 
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{ 𝑈 






Nato preverimo konvergenčni kriterij. Če je dosežen, smo z iteriranjem zaključili, sicer 
moramo narediti nov iteracijski korak (iteracijski števec 𝑘 povečamo za 1). Na podlagi novih 
pomikov izračunamo deformacije, preko katerih z uporabo konstitutivnega zakona določimo 
napetosti. Iz napetosti nato določimo vektor notranjih sil 
{ 𝑈 
𝑡+∆𝑡 (𝑘−1)}   →   [ ]   →   [𝜎]   →   { 𝐹 
𝑡+∆𝑡 (𝑘−1)}   (2.54) 
Postopek ponavljamo dokler ne dosežemo konvergenčnega kriterija. 
 
 
2.5.2 Posodobljena Lagrangeova formulacija 
Posodobljena Lagrangeova formulacija temelji na uporabi napetosti in deformacij pri času 
𝑡 + ∆𝑡 zapisanih glede na konfiguracijo pri času 𝑡. Predpostavimo, da pri času 𝑡 poznamo 
vse statične in kinematične spremenljivke. Tudi v tem primeru rešitev iščemo inkrementalno. 
Pri reševanju izhajamo iz enačbe (2.22). Podobno kot pri celotni Lagrangeovi formulaciji 
bomo izvedli linearizacijo vodilne enačbe glede na inkrement pomika 𝑢0
 
𝑖. Posledica 
linearizacije bo, da bomo dobili samo aproksimacijsko rešitev pomikov. 
Najprej 2. Piola-Kirchoffov tenzor napetosti razstavimo na dva dela, in sicer 𝑆𝑡
𝑡
𝑖𝑗 (znani del 
pri času 𝑡) in 𝑆𝑡
 
𝑖𝑗 (neznani inkrement od časa 𝑡 do časa 𝑡 + ∆𝑡). Izkaže se, da je znani del 2. 
Piola-Kirchoffovega tenzorja napetosti enak Cauchyjevim napetostim pri času 𝑡 𝜎 
𝑡
𝑖𝑗. 
Podobno naredimo tudi z Green-Lagrangeovim tenzorjem deformacij, pri čemer ugotovimo, 
da je del 𝑡
𝑡




































Nato upoštevamo, da je 
𝑢𝑖𝑡
 = 𝑢𝑖𝑡
𝑡+∆𝑡 − 𝑢𝑖 
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V zgornji enačbi opazimo, da v njej ni vpliva začetnih pomikov (samo inkrement). 































𝑖𝑗 = 𝛿 𝑒𝑡
 
𝑖𝑗 + 𝛿 𝜂𝑡
 
𝑖𝑗 (2.63) 






























Iz enačbe (2.64) lahko za dano variacijo inkrementa pomika izračunamo desno stran enačbe, 
na levi pa dobimo neznane pomike in nekatere nelinearne dele. Enačba (2.64) je v splošnem 
zapletena nelinearna enačba, ki jo moramo za potrebe MKE ustrezno poenostaviti, 











Vidimo, da je zgornji člen že linearno odvisen od 𝑢𝑖𝑡


















𝑖𝑗 pa je linearen za 𝑢𝑖𝑡
 . Člen 𝑆𝑡
 
𝑖𝑗 z razvojem v Taylorjevo vrsto razvijemo 












𝑟𝑠 + č𝑙𝑒𝑛𝑖 𝑣𝑖š𝑗𝑒𝑔𝑎 𝑟𝑒𝑑𝑎 (2.67) 















Izraz lineariziramo in dobimo 





























𝑖𝑗 + 𝛿 𝜂𝑡
 
𝑖𝑗) (2.70) 
Ker mora biti končen izraz linearno odvisen od 𝑢𝑖𝑡













































V nadaljevanju zgornjo enačbo diskretiziramo in jo pripravimo za uporabo po MKE. Izkaže 
se, da iz prvih dveh členov na levi strani zgornje enačbe dobimo produkt transponiranega 
vektorja virtualnega pomika {𝛿𝑈}T, togostne matrike [ 𝐾𝑡
𝑡 ] in vektorja inkrementa pomikov 























𝑡 ]{∆𝑈} (2.73) 
Desno stran enačbe (2.72) imenujemo neuravnoteženi člen virtualnega dela. Iz prvega člena 
desne strani te enačbe dobimo, da je virtualno delo zunanjih sil enako produktu 
transponiranega vektorja virtualnega pomika in vektorja vozliščnih obremenitev { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 }. Iz 
drugega člena na desni strani enačbe (2.72) dobimo produkt vektorja virtualnega pomika in 
vektorja notranjih sil { 𝐹𝑡
𝑡 } 
ℛ 









= {𝛿𝑈}T({ 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹𝑡
𝑡 }) (2.74) 
Enačbo (2.72) v diskretizirani obliki zapišemo takole 
{𝛿𝑈}T[ 𝐾𝑡
𝑡 ]{∆𝑈} = {𝛿𝑈}T({ 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹𝑡
𝑡 }) (2.75) 












(0) = 𝑢𝑖 
𝑡  (2.76) 
Nato bi v enačbo (2.72) uvedli iteracijski števec 𝑘. Med posameznimi iteracijami bi se 
spreminjali parametri, ki imajo zgoraj desno zapisan iteracijski števec 









































Zgornjo enačbo je za potrebe reševanja s končnimi elementi potrebno diskretizirati. To 
storimo na podoben način kot v prejšnjih primerih in dobimo 
[ 𝐾𝑡
𝑡 ] {∆𝑈(𝑘)} = { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − { 𝐹(𝑘−1)𝑡+∆𝑡
𝑡+∆𝑡 } (2.78) 
Naš cilj v posameznem inkrementu je izračun vektorja inkrementov pomikov {∆𝑈(𝑘)}. Na 
začetku določimo togostno matriko [ 𝐾𝑡
𝑡 ] in izračunamo vektor notranjih sil { 𝐹(𝑘−1)𝑡+∆𝑡
𝑡+∆𝑡 }. V 
prvem koraku (𝑘 = 1) privzamemo, da je 
{ 𝑈(0) 
𝑡+∆𝑡 } = { 𝑈 
𝑡 } (2.79) 
{ 𝐹(0)𝑡+∆𝑡
𝑡+∆𝑡 } = { 𝐹𝑡
𝑡 } (2.80) 
Izračunane inkremente dodajamo pomiku in dobimo vedno boljši približek pravi rešitvi 
 { 𝑈 





Če dosežemo konvergenčni kriterij, smo z iteriranjem zaključili, sicer moramo narediti nov 
iteracijski korak (iteracijski števec 𝑘 povečamo za 1). Na podlagi novih pomikov 
izračunamo deformacije, preko katerih z uporabo konstitutivnega zakona določimo 
napetosti. Iz napetosti nato določimo vektor notranjih sil 
{ 𝑈 
𝑡+∆𝑡 (𝑘−1)}   →   [ ]   →   [𝜎]   →   { 𝐹𝑡+∆𝑡
𝑡+∆𝑡 (𝑘−1)}   (2.82) 
Postopek ponavljamo, dokler ne dosežemo konvergenčnega kriterija. 
 
 
2.5.3 Primerjava celotne in posodobljene Lagrangeove 
formulacije 
V preglednici 2.1 so zbrane ključne razlike med obema formulacijama, ki smo jih predstavili 
v predhodnih poglavjih. 
  
Teoretične osnove in pregled literature 
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Preglednica 2.1: Primerjava celotne in posodobljene Lagrangeove formulacije 
Celotna Lagrangeova formulacija Posodobljena Lagrangeova formulacija 
Vsi odvodi so definirani glede na začetno 
stanje. 
Vsi odvodi so definirani glede na trenutno 
stanje (v vsaki iteraciji moramo na novo 
računati vse odvode). 
Vsebuje vpliv začetnih pomikov. 
Ne vsebuje vpliva začetnih pomikov 
(prednost). 
Ker računamo z 2. Piola-Kirchoffovim 
tenzorjem napetosti, moramo na koncu 
poskrbeti za ustrezno transformacijo 
napetosti v Cauchyjeve napetosti. 
Računamo direktno s Cauchyjevimi 
napetostmi in zato ni potrebe po 
transformaciji napetosti. 
 
Ključno je, da moramo po obeh metodah dobiti enako togostno matriko in vektor 
obremenitev. Poti za zapis obeh matrik in vektorjev se sicer razlikujeta, rezultat pa se ne. 
Zastavlja se vprašanje, katera metoda je primernejša. 
 
Ugotovimo, da je izbira metode odvisna od obravnavanega primera (z izbiro ustrezne metode 
lahko prihranimo računski čas). Če obravnavamo primer, ki vsebuje numerično integracijo 
(nosilec), je bistveno enostavneje uporabiti celotno Lagrangeovo formulacijo, kjer po koncu 
računanja enostavno uporabimo transformacijsko matriko, namesto da bi morali v vsakem 







3 Metodologija raziskave 
V nadaljevanju magistrskega dela bomo predstavili izpeljavo enačb za nelinearne 1D in 3D 
končne elemente, ki temeljijo na celotni Lagrangeovi formulaciji. Prikazali bomo, na kakšen 
način lahko nelinearni 3D končni element, ki upošteva velike pomike in velike rotacije, 
enostavno poenostavimo v linearni 3D končni element, ki upošteva majhne pomike in 
majhne rotacije. 
3.1 Končni element palice po TLF 
Za poglobljeno razumevanje teorije smo se odločili, da bomo v magistrskem delu najprej 
obravnavali palico. Pri zapisu enačbe 1D KE palice smo si pomagali z viri [2]-[5]. Končni 
element smo izpeljali na podlagi enačbe (2.45), ki smo jo zapisali z upoštevanjem 
predpostavk za palico in dobili 

























Nato smo naredili aproksimacijo vozliščnih koordinat KE (glej sliko 3.1). 
 
 
Slika 3.1: Prikaz končnega elementa 


















𝑡  (3.3) 
V zgornjih izrazih indeks i predstavlja določeno koordinatno smer, indeks k predstavlja 

































Oblikovni funkciji smo zapisali za dvovozliščni izoparametrični KE (glej sliko 3.2). 
 
 
Slika 3.2: Oblikovni funkciji 
Ob upoštevanju robnih pogojev 
𝑁1(−1) = 1  ∧   𝑁1(1) = 0   (3.5) 
𝑁2(−1) = 0  ∧   𝑁2(1) =   1 (3.6) 








(1 + 𝑟) (3.8) 





















Zatem smo matrično zapisali posamezne člene iz enačbe (3.1). Najprej smo zapisali linearni 
del inkrementa deformacij 
𝑒110






𝐿] = ( 𝐽
−1
 
0 )2 ({ 𝑥 
0 }T[𝑁,𝑟]
T









= (−𝑠0 + 𝑠1) (3.13) 
































0 [𝑁,𝑟] (3.16) 










Zapisane enačbe smo vstavili v enačbo (3.1). Zaradi večje preglednosti smo najprej zapisali 
vsak člen posebej, nato pa smo na koncu zapisali celotno enačbo. Iz prvega člena enačbe 
smo dobili produkt linearne togostne matrike in vektorja inkrementa pomikov 





































































= {𝛿𝑈}T[𝐾𝐿]{𝑈} (3.20) 
Iz drugega člena enačbe smo dobili produkt nelinearne togostne matrike in vektorja 























































= {𝑈}T[𝐾𝑁𝐿]{𝑈} (3.23) 
Iz člena na desni strani enačbe (3.1) pa smo dobili vektor notranjih obremenitev, ki so 








































Enačbe (3.20), (3.23) in (3.25) smo vstavili v enačbo (3.1) in dobili enačbo KE za reševanje 
problemov po celotni Lagrangeovi formulaciji 
[𝐾𝐿]{𝑈} + [𝐾𝑁𝐿]{𝑈} = { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } − {𝐹𝑇} (3.26) 
Ob poznavanju vektorja zunanjih obremenitev { 𝑅 
𝑡+∆𝑡 } lahko z enačbo (3.26) enostavno 
izračunamo vektor inkrementov pomikov. Kljub temu da sicer sistema enačb zaradi 
numerike ni potrebno reševati inkrementalno, je inkrementalno reševanje nujno za pravilno 
izračunane pomike. 
 
Pri reševanju moramo biti pozorni tudi na konsistentnost uporabljenih matrik. V 
posameznem inkrementu moramo uporabiti enake matrike [ 𝐵0
𝑡
𝐿] in [ 𝐵0
𝑡
𝑁𝐿], na koncu 
inkrementa, ko določamo napetosti, pa moramo upoštevati tudi nove inkremente pomikov. 
Napetosti na koncu inkrementa izračunamo po spodnji enačbi 
𝑆0
𝑡














3.2 Izpeljava nelinearnega 3D končnega elementa 
Tridimenzionalni (3D) končni element je najbolj splošen element, saj so vse spremenljivke 
odvisne od koordinat 𝑥, 𝑦 in 𝑧. Z uporabo 3D KE lahko popišemo poljubno geometrijo in 
robne pogoje. V splošnem primeru so materialne lastnosti in obremenitve poljubno 
definirane po prostoru. Sledi, da je napetostno stanje sestavljeno iz 6 različnih komponent 
(3 normalne in 3 strižne). Pri analizi po navadi uporabljamo tetraedrične ali heksaedrične 
KE, ki imajo ravne ali krive robove. Vsako vozlišče KE ima tri translacijske prostostne 
stopnje. Na ta način lahko element v prostoru deformiramo v vseh treh smereh. 
 
Ker je 3D KE najbolj splošen, ga lahko poenostavimo v vse »posebne« primere – palica, 
nosilec, lupina, plošča. V teoriji bi za vse naštete primere sicer lahko uporabili 3D KE, 
vendar se v praksi izkaže, da je popis sistema v tem primeru zahteven in dolgotrajen, poleg 
tega pa je analiza računsko zelo zahtevna. Zato, kadar je to le mogoče, obravnavani sistem 
poenostavimo v 1D ali 2D strukturo. Uporaba 1D ali 2D KE je bistveno enostavnejša. 3D 
KE uporabimo samo takrat, ko druge izbire nimamo. 
 
V nadaljevanju bomo prikazali razvoj tetraedričnega KE, ki bo temeljil na celotni 
Lagrangeovi formulaciji. Pri izpeljavi ne bomo upoštevali temperaturnega vpliva in 
volumskih obremenitev. Pri zapisu enačb KE smo si pomagali z viri [6]-[8]. Tetraedrični KE 
je relativno enostaven element, ki omogoča enostavno mreženje strukture. Hkrati nam tak 
KE omogoča diskretizacijo relativno kompleksnih oblik. 
 
 
3.2.1 Izpeljava oblikovnih funkcij 
Izpeljavo oblikovnih funkcij opravimo z uporabo t. i. volumskih koordinat (so »naravna« 
razširitev površinskih koordinat iz 2D KE). Na sliki 3.3 je na levi strani prikazan tetraedrični 
KE v kartezičnem koordinatnem sistemu, na desni strani pa je prikazan tetraedrični KE v 
volumskem koordinatnem sistemu. 
 
 




Uporaba volumskih koordinat omogoča bolj priročno definicijo oblikovnih funkcij. 
Volumske koordinate za vozlišče 𝑗 definiramo kot 
Λ𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑉𝑇𝑎𝑏𝑐
𝑉1234
 , (𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 ≠ 𝑗) ∧ (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {1, 2, 3, 4}) ∧ (𝑗 = 1, 2, 3, 4) (3.28) 
Hitro ugotovimo, da velja 
𝑉𝑇234 + 𝑉𝑇134 + 𝑉𝑇124 + 𝑉𝑇123 = 𝑉1234 (3.29) 
Iz tega sledi, da je 
Λ1 + Λ2 + Λ3 + Λ4 = 1 (3.30) 
Opazimo, da je vrednost 𝑖-te volumske koordinate v 𝑖-tem vozlišču enaka 1. V vseh ostalih 
vozliščih pa je vrednost te volumske koordinate enaka 0 
Λ𝑖 = {
1, v vozlišču 𝑖         
0, v vozliščih 𝑗, 𝑘, 𝑙
 (3.31) 
Iz zgornjih lastnosti hitro ugotovimo, da so lastnosti volumskih koordinat natančno take, kot 
so lastnosti oblikovnih funkcij. Zato zapišemo 
𝜓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = Λ𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧) (3.32) 







1 1 1 1
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4







Neznane volumske koordinate določimo tako, da zgornjo enačbo z leve pomnožimo z 







1 1 1 1
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4









𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4
𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4
𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4







V zgornjem sistemu enačb so 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 in 𝑑𝑖 za 𝑖 = 1,2,3,4 konstante odvisne od koordinat 
v kartezičnem koordinatnem sistemu. Iz zgornjega sistema lahko tenzorsko izpišemo 
poljubno oblikovno funkcijo 





3.2.2 Materialni zakon 













(𝜎𝑧𝑧 − 𝜈(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦)) + 𝛼∆𝑇 (3.38) 






















1 −𝜈 −𝜈 0 0 0
−𝜈 1 −𝜈 0 0 0
−𝜈 −𝜈 1 0 0 0
0 0 0 2(1 + 𝜈) 0 0
0 0 0 0 2(1 + 𝜈) 0























Zgornjo enačbo krajše zapišemo takole 
{ } = [𝐷]{𝜎} + { 0} (3.43) 
Ker bomo v nadaljevanju na podlagi deformacij računali napetosti, zgornjo enačbo obrnemo 
in dobimo 
{𝜎} = [𝐶]{ } − [𝐶]{ 0} (3.44) 
kjer velja 
[𝐶] = [𝐷]−1 (3.45) 




3.2.3 Aproksimacija pomikov 
Tridimenzionalni tetraedrični KE ima v vsakem vozlišču tri prostostne stopnje, pomike v 
smereh 𝑥, 𝑦 in 𝑧. Za potrebe reševanja po MKE smo izvedli aproksimacijo pomikov KE. Pri 
zapisu upoštevamo, da indeks v spodnjem desnem kotu predstavlja smer pomika (1 − 𝑥, 2 −





































𝜓1 0 0 𝜓2 0 0 𝜓3 0 0 𝜓4 0 0
0 𝜓1 0 0 𝜓2 0 0 𝜓3 0 0 𝜓4 0
0 0 𝜓1 0 0 𝜓2 0 0 𝜓3 0 0 𝜓4
] {𝑈} (3.47) 
{𝑢} = [𝑁]{𝑈} (3.48) 
 
 
3.2.4 Enačba končnega elementa 
Pri zapisu enačbe KE izhajamo iz enačbe (2.45), linearizirane enačbe principa o virtualnem 
delu. Izpeljavo enačbe KE bomo izvedli po korakih, najprej bomo pogledali posamezne 
člene enačbe in jih nato sestavili v celoto. Najprej poglejmo enačbo za izračun linearnega 

































































































Podoben razmislek naredimo tudi za člena 𝑒0
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∗  ter 𝑒0
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Podoben razmislek naredimo tudi za člena 𝛾0
 
13
∗  ter 𝛾0
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Zgornji izraz krajše zapišemo takole 
{ 𝑒0
 ∗} = [ 𝐵𝐿
∗
0
𝑡 ]{𝑈} (3.63) 


























3,1 enostavno izračunamo. Uvedemo nove 
















































































































Podobno lahko definiramo še spremenljivke 𝑙12, 𝑙13, 𝑙22, 𝑙23, 𝑙32 in 𝑙33, ki jih bomo kasneje 





∗∗ = 𝑙11 𝑢0
 
1,1 + 𝑙21 𝑢0
 






















































































































Podoben razmislek naredimo tudi za člena 𝑒0
 
22
∗∗  ter 𝑒0
 
33










































































































0 } {𝑈} 
(3.72) 


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































in v krajši obliki 
{ 𝑒0
 ∗∗} = [ 𝐵𝐿
∗∗
0
𝑡 ]{𝑈} (3.80) 
Za izračun celotnega linearnega dela inkrementa deformacij seštejemo enačbi (3.63) ter 
(3.80) in dobimo 
{ 𝑒0
 } = { 𝑒0
 ∗} + { 𝑒0
 ∗∗} (3.81) 
{ 𝑒0
 } = [ 𝐵𝐿
∗
0
𝑡 ]{𝑈} + [ 𝐵𝐿
∗∗
0
𝑡 ]{𝑈} (3.82) 
Ob upoštevanju, da velja 
[ 𝐵𝐿0
𝑡 ] = [ 𝐵𝐿
∗
0
𝑡 ] + [ 𝐵𝐿
∗∗
0
𝑡 ] (3.83) 
zapišemo 
{ 𝑒0
 } = [ 𝐵𝐿0
𝑡 ]{𝑈} (3.84) 
Do sedaj smo izpeljali matriko [ 𝐵𝐿0
𝑡 ], ki jo bomo uporabili pri izračunu togostne matrike. 
Nadalje bomo prikazali še izpeljavo matrike [ 𝐵𝑁𝐿0































































𝑗𝑖 in izraz za 𝛿 𝜂0
 





















































































































































































































































)) 𝑑 𝑉 
0  
(3.88) 
Ker je zgornji izraz precej dolg, ga bomo zapisali matrično. Najprej definiramo vektor { 𝐴0
 } 



























































































































































































33 0 0 0 0 0 0






13 0 0 0






23 0 0 0






33 0 0 0










































= ∫ {𝛿 𝐴0
 }[ 𝑆0
𝑡 ]{ 𝐴0
















= {𝛿𝑈}T∫ [ 𝐵𝑁𝐿0
𝑡 ]T[ 𝑆0
𝑡 ][ 𝐵𝑁𝐿0






Iz zgornje definicije sledi, da je 
{ 𝐴0
 } = [ 𝐵𝑁𝐿0





 }T = {𝛿𝑈}T[ 𝐵𝑁𝐿0
𝑡 ]T (3.94) 
Matriko [ 𝐵𝑁𝐿0




















































































































































































) {𝑈} = { ℛ 
𝑡+∆𝑡 } − ∫ [ 𝐵𝐿0
𝑡 ]T{ 𝑆0







𝑡 ] označimo linearno togostno matriko, s [ 𝐾𝑁𝐿0
𝑡 ] nelinearno togostno matriko in s { 𝐹0
𝑡 } 
vektor notranjih obremenitev 
[ 𝐾𝐿0
𝑡 ] = ∫ [ 𝐵𝐿0
𝑡 ]T[ 𝐶0
𝑡 ][ 𝐵𝐿0







𝑡 ] = ∫ [ 𝐵𝑁𝐿0
𝑡 ]T[ 𝑆0
𝑡 ][ 𝐵𝑁𝐿0







𝑡 } = ∫ [ 𝐵𝐿0
𝑡 ]T{ 𝑆0








3.2.5 Diagram poteka 
Na sliki 3.4 je prikazan blokovni diagram, ki prikazuje korake pri reševanju nelinearnih 









- število inkrementov; 𝑖𝑛𝑐 
- obremenitev; 𝐹0 
- modul elastičnosti; 𝐸𝑗 
- Poissonovo število; 𝜈 
Uvozi: 
- vozlišča elementov; 𝑣𝑜𝑧 
- seznam vozlišč za posamezen element; 𝑒𝑙 
- vektor vozlišč, katerih pomik je enak 0; 𝑝𝑜𝑚𝑖𝑘𝑖0 
- vektor vozlišč, katerih pomik v 𝑦 smeri je enak 0; 𝑝𝑜𝑚𝑖𝑘𝑖𝑌0 
- vektor obremenjenih vozlišč; 𝑠𝑖𝑙𝑎𝐹 
Inicializiraj: 
- začetno napetostno stanje; 𝑠0 
- pomiki od časa 0 do časa t; 𝑢𝑡 
- vektor zunanjih obremenitev; 𝐹𝑒𝑥𝑡 
Začni nov inkrement: 
- določimo nov vektor zunanjih obremenitev; 𝐹𝑒𝑥𝑡+= ∆𝑅 
- določimo vektor notranjih obremenitev; 𝐹𝑖𝑛𝑡 
- izračunamo globalno togostno matriko; 𝐾𝑔𝑙𝑜𝑏 
- rešimo sistem: [𝐾]{𝑈} = {𝐹𝑒𝑥𝑡} − {𝐹𝑖𝑛𝑡} 
- posodobimo napetostno stanje; 𝑠0𝑛+1 = 𝑠0𝑛 + ∆𝑠0 








3.3 Linearni 3D končni element 
Ob upoštevanju majhnih pomikov, majhnih rotacij in majhnih deformacij lahko enačbo 
nelinearnega KE (3.96) poenostavimo in dobimo enačbo za 3D linearni KE. Zaradi 
upoštevanja majhnih pomikov in majhnih rotacij se spremeni definicija deformacijskega 








𝑡 ) (3.100) 
Posledično se spremeni definicija matrike [ 𝐵𝐿0
𝑡 ], ki je v primeru linearnega končnega 
elementa definirana tako, da velja 
[ 𝐵𝐿0
𝑡 ] = [ 𝐵𝐿
∗
0
𝑡 ] (3.101) 
Dodatno pa iz enačbe (3.96) odpade tudi člen, ki vsebuje matriko [ 𝐵𝑁𝐿0
𝑡 ]. Ob upoštevanju 
spremenjene definicije matrike [ 𝐵𝐿0










{𝑈} = { ℛ 
𝑡+∆𝑡 } − ∫ [ 𝐵𝐿0
𝑡 ]T{ 𝑆0






V nadaljevanju bomo na kratko prikazali izpeljavo linearnega KE, ki temelji na ravnotežnih 
enačbah, in pokazali, da lahko po drugi poti pridemo do enačbe (3.102). Pri izpeljavi ne 



























= 0 (3.105) 
V prvem koraku ravnotežne enačbe pomnožimo s poljubnimi funkcijami 𝑣𝑖 (za 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) 









































= 0 (3.108) 











Podobno lahko naredimo tudi za ostale produkte napetosti in funkcij 𝑣𝑖. Z uporabo zgornje 












































































Nadalje uvedemo novo oznako za integral po volumnu v smeri 𝑥 
𝐼Ω





















Podobno naredimo še za smeri 𝑦 in 𝑧. Nato označimo 
𝜎𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑥𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑥𝑧𝑛𝑧 = 𝑝𝑥 (3.115) 
𝜎𝑦𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑦𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑦𝑧𝑛𝑧 = 𝑝𝑦 (3.116) 
𝜎𝑧𝑥𝑛𝑥 + 𝜎𝑧𝑦𝑛𝑦 + 𝜎𝑧𝑧𝑛𝑧 = 𝑝𝑧 (3.117) 
Nove oznake uporabimo pri zapisu treh integralskih enačb, ki izhajajo iz diferencialnih 



















































Ker v zgornjih treh enačbah integriramo po istem volumnu Ω in površini Γ, lahko zgornje 





































V nadaljevanju bomo uporabljali matrični zapis. Definiramo vektor napetosti in deformacij 
kot 
{𝜎} = {𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑧𝑧 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧}T (3.122) 
{ } = { 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧 𝛾𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑧 𝛾𝑦𝑧}T (3.123) 
Nato definiramo vektor poljubnih funkcij 
{𝑣} = {𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧}T (3.124) 
Zatem definiramo še vektor vozliščnih pomikov. Vektor pomikov aproksimiramo s 













} = [𝑁]{𝑈} (3.125) 

















































































Vidimo, da velja 
{𝜕𝑣} = [𝐿]{𝑣} (3.128) 
















Komponente deformacijskega tenzorja lahko v kartezičnem koordinatnem sistemu zapišemo 
v odvisnosti od pomikov. Ob upoštevanju aproksimacije pomikov jih zapišemo matrično 
{ } = [𝐿][𝑁]{𝑈} (3.131) 













} = [𝑁]{𝐶} (3.132) 
V zgornji enačbi {𝐶} predstavlja vektor poljubnih vrednosti. Z upoštevanjem zgornjega 
zapisa je odvod poljubnih funkcij enak 
{𝜕𝑣} = [𝐿][𝑁]{𝐶} (3.133) 
Matriko odvodov oblikovnih funkcij označimo brez indeksov, ker se s časom ne spreminja 
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[𝐵] = [𝐿][𝑁] (3.134) 
Z upoštevanjem enačb (3.131), (3.132), (3.133) in (3.134) lahko enačbo (3.130) 








Vidimo, da sta enačbi (3.102) in (3.135) ekvivalentni. Iz izpeljave in razmisleka sledi, da 
vektorja {ℛ} v primeru obravnave problemov z upoštevanjem majhnih pomikov, majhnih 
zasukov in majhnih deformacij ne potrebujemo, saj je vse linearno in ni ostankov sil. 
 
 
3.4 Eksperimentalni del 
V okviru magistrskega dela smo izvedli eksperiment upogiba nosilca. Z eksperimentom smo 
želeli preveriti ujemanje rezultatov eksperimenta z numeričnimi simulacijami, pri katerih 
smo uporabili 3D nelinearne KE razvite po celotni Lagrangeovi formulaciji. Poleg tega smo 
želeli prikazati razliko med uporabo 3D linearnih KE in 3D nelinearnih KE. 
 
 
3.4.1 Opis eksperimenta 
Pri eksperimentu smo uporabili vzorce pripravljene za natezni preizkus, ki so izdelani iz 
materiala PEI30 (polieterimid s 30 % steklenih vlaken). Debelina vzorcev je bila 4 mm, 
širina zoženega dela vzorca je bila 10 mm. Spremenljivega prereza na koncu vzorcev nismo 
upoštevali. Vzorce smo najprej oštevilčili. Na koncu zožitve vzorcev na eni strani smo 
označili mesto vpetja, tako da je bila dolžina vzorcev natančno 130 mm. Na nasprotni strani 
vzorcev smo na sredini in 7,7 mm od roba označili točko obremenjevanja. Označeni vzorci 





Slika 3.5: Vzorci za eksperiment – PEI30 
Vzorce smo vpeli, kot je prikazano na sliki 3.6. Togo vpetje smo dosegli z dvema jeklenima 
ploščicama, ki smo ju stisnili z vijačno spono. Za vzorec smo namestili milimetrski papir, 
preko katerega smo kasneje odčitavali upogibe. Glede na analogno skalo merjenja povesa 
lahko določimo ločljivost meritev povesa kot količnik med osnovno delitvijo skale in 
številom navideznih razdelkov. Osnovna delitev skale je 1 mm, navidezno število razdelkov 
je 10, iz tega sledi, da je ločljivost meritve enaka 0,1 mm. Mejni pogrešek je v tem primeru 
0,05 mm. 
 
Slika 3.6: Vpetje vzorca 
Obremenjevanje smo izvedli tako, kot je prikazano na sliki 3.7. Preko žice in vrvice skupne 












Slika 3.7: Vpetje in obremenitev vzorca 
Uteži smo predhodno stehtali in jih označili, da smo vse vzorce obremenjevali po enakem 
zaporedju, z enakimi utežmi. Vzorce smo obremenjevali po 200 g do 1000 g ter nato še s 
1500 g. Obremenjevanje smo izvedli naraščajoče. Pri vsakem preizkušancu smo meritve 
ponovili trikrat. 
 
Na podlagi meritev smo ocenili modul elastičnosti preizkušancev in ga primerjali z modulom 
elastičnosti, določenim na podlagi nateznega preizkusa. 
 
 
3.4.2 Teoretični model 
Na podlagi predstavljenega sistema smo oblikovali teoretični model, ki je prikazan na sliki 
3.8. 
 
Slika 3.8: Teoretični model sistema 
Iz slike vidimo, da ima nosilec dve polji. Po teoriji smo določili reakcije v podpori ter nato 
zapisali momentni ravnotežni enačbi za obe polji. Izpeljali smo enačbi upogibnice za obe 
















(2𝑎3 + 3𝑎2𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑏] (3.137) 
Na podlagi znanega povesa v končni točki nosilca lahko iz enačbe (3.137) izračunamo modul 




(2𝑎3 + 3𝑎2𝑥) (3.138) 
Enačbo (3.138) smo uporabili za izračun modula elastičnosti v vseh primerih obremenitve 










4 Rezultati in diskusija 
Obravnavali smo različne primere, s katerimi smo prikazali razlike med končnimi elementi, 
ki upoštevajo majhne pomike, majhne rotacije in majhne deformacije, ter KE, ki upoštevajo 
velike pomike, velike rotacije in majhne deformacije. Na primerih bomo prikazali smiselnost 
uporabe nelinearnih KE razvitih po celotni Lagrangeovi formulaciji. Na koncu si bomo 




4.1 Toga rotacija in razteg 1D nelinearnega končnega 
elementa 
Najprej smo obravnavali primer toge rotacije in raztega 1D nelinearnega KE. Z virtualnim 
eksperimentom smo želeli pokazati, kaj se dogaja z napetostmi pri rotaciji KE. V preglednici 
4.1 so zbrane materialne in geometrijske lastnosti obravnavanega sistema. 
Preglednica 4.1: Materialne in geometrijske lastnosti sistema 
𝐸[MPa] 𝐿0[mm] 𝐴0[mm
2] 
1 1 1 
 
Slika 4.1 prikazuje začetno stanje obravnavanega elementa. 
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Sistem smo obremenjevali s pomiki. V preglednici 4.2 so podani koraki obremenjevanja 
našega sistema. Najprej je podana dolžina nosilca na koncu koraka, sledi kot med osjo 𝑥1 ter 
nosilcem, nato pa je podano še število inkrementov, ki smo jih uporabili za izračun končnega 
stanja v posameznem koraku. V prvem koraku smo definirali začetno stanje palice. V 
drugem koraku smo jo raztegnili za 0,1 mm. Nato je sledila toga rotacija palice za 60°. V 
naslednjem koraku smo izvedli togo rotacijo palice nazaj v začetni položaj. Na koncu smo 
palico skrčili za 0,2 mm. 
Preglednica 4.2: Potek obremenjevanja 
𝐿[mm] 𝜃[°] 𝑛[/] 
1 0 0 
1,1 0 10 
1,1 60 10 
1,1 0 10 
0,9 0 10 
 
Slika 4.2 a) prikazuje sistem ob podaljšanju nosilca iz dolžine 𝐿0 na dolžino 𝐿, slika 4.2 b) 





Slika 4.2: Sistem v obremenjenem stanju: a) podaljšanje KE in b) toga rotacija KE 
Na sliki 4.3 so s črno barvo prikazane izračunane napetosti z nelinearnim KE v vsakem 
inkrementu. Napetosti so najprej narasle zaradi raztega palice. Pri rotaciji so napetosti ostale 
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Slika 4.3: Napetosti v nosilcu pri raztegu in togi rotaciji – nelinearni KE 
Iz grafa na sliki 4.3 vidimo, da z uporabo nelinearnega KE dosežemo, da pri togi rotaciji ne 
pride do nastanka napetosti v elementu, kar je v skladu s pričakovanji. Za primerjavo smo 
izračune izvedli še z linearnim KE, ki so na sliki 4.3 prikazani z modro barvo. Napetosti so 
v področju raztega in skrčka podobne kot v primeru računanja z nelinearnim KE. Vidimo, 
da se pri togi rotaciji v linearnem KE generirajo napetosti. Iz tega vidimo, da je uporaba 
linearnih KE pri reševanju problemov, ki vsebujejo velike rotacije, neustrezna. S tem 
virtualnim eksperimentom smo potrdili hipotezo 1. 
 
 
4.2 Preskok sistema 
Sledila je obravnava drugega virtualnega eksperimenta, pri katerem smo simulirali preskok 
sistema. Z obravnavo izbranega primera smo želeli prikazati pomembnost uporabe 
inkrementalnega reševanja v primeru reševanja problemov, ki vsebujejo velike pomike in 
velike rotacije. Slika 4.4 a) prikazuje začetno stanje obravnavanega sistema. Ker je sistem 
simetričen, smo obravnavali samo polovico in upoštevali simetrijski robni pogoj. Sistem z 




Slika 4.4: Stikalo: a) prikaz celotnega sistema in b) sistem z upoštevanjem simetrije 
V preglednici 4.3 so zbrane materialne in geometrijske lastnosti obravnavanega sistema. 
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1 1 10 1 
 
Sistem smo obremenjevali s pomiki. Točko 2, glej sliko 4.4 b), smo premaknili za 2,5 mm 
v nasprotni smeri osi 𝑥2. Izračune smo izvedli dvakrat. V prvem primeru smo pomik razdelili 
na 30 inkrementov, v drugem primeru pa smo celoten pomik izvedli v enem inkrementu. Na 
sliki 4.5 so prikazane napetosti v odvisnosti od pomika. S črno barvo so prikazane napetosti 
v primeru računanja s 30 inkrementi, z vijolično barvo pa so prikazane napetosti v primeru 
računanja z 1 inkrementom. 
 
 
Slika 4.5: Primerjava napetosti pri stikalu 
Iz slike 4.5 vidimo, da je končno napetostno stanje v elementu v obeh primerih enako. Če 
nas zanima zgolj končno napetostno stanje v strukturi, inkrementalnega reševanja ne 
potrebujemo. Če pa nas poleg končnega stanja napetosti zanima tudi potek napetosti, potem 
moramo sistem reševati inkrementalno. Iz poteka napetosti izračunanih v 30 inkrementih 
vidimo, da napetosti v palici najprej naraščajo v tlak in dosežejo maksimum, ko je palica v 
horizontalnem položaju (na sliki 4.5 pri vrednosti pomika 1 mm). Nato se napetosti 
zmanjšujejo in dosežejo 0 v trenutku, ko je palica na nasprotni strani začetnega položaja (na 
sliki 4.5 pri vrednosti pomika 2 mm). Napetosti v palici nato postanejo natezne in z 
naraščanjem pomikov samo še naraščajo. 
 
Na sliki 4.6 je prikazana reakcijska sila v smeri koordinate 𝑥2, s katero bi morali konstrukcijo 
obremenjevati v točki 2, da bi dosegli predpisano kinematiko. Z zeleno barvo je prikazana 
sila v primeru računanja s 30 inkrementi, z oranžno barvo pa je prikazana sila v primeru 
računanja z 1 inkrementom. 
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Slika 4.6: Primerjava sile pri stikalu 
Iz slike 4.6 vidimo, da je reakcijska sila v primeru računanja z enim inkrementom popolnoma 
napačna. To je posledica dejstva, da nismo upoštevali predhodnih napetostnih stanj, ki se 
pojavijo v paličju preden dosežemo končno lego. Iz poteka sile izračunane s 30 inkrementi 
vidimo, da moramo silo najprej povečevati, da dosežemo pomik v navpični smeri. Pri 
pomiku približno 0,5 mm pride do preskoka sistema. V območju, dokler ne dosežemo lege, 
ki je nasprotno enaka začetni, moramo s silo v bistvu zavirati sistem. Od te lege naprej 
moramo silo samo še povečevati, če želimo povečati pomik v smeri 𝑥2. 
 
Ker ima obravnavani sistem tudi analitično rešitev, smo se odločili prikazati tudi primerjavo 
med analitično rešitvijo in rešitvijo, ki smo jo izračunali s končnimi elementi. S ℎ označimo 
začetni odmik točke 2 od osi 𝑥1, z 𝑤 pa odmik točke 2 od začetne lege (pozitiven pomik je 
v smeri nasproti osi 𝑥2). Na podlagi oznak zapišemo analitično enačbo za določitev sile v 







2 − 2ℎ𝑤 + 𝑤2
− 1) (4.1) 
Na sliki 4.7 je prikazana primerjava rezultatov za silo v točki 2 med analitičnim in 
numeričnim izračunom. Zaradi upoštevanja simetrije smo pri izrisu upoštevali polovico sile 
iz enačbe (4.1). 
 
 
Slika 4.7: Primerjava analitične in numerične rešitve 
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Iz slike 4.7 vidimo, da je potek sile v obeh primerih zelo podoben. Do manjših odstopanj 
pride, ker naš končni element ne upošteva velikih deformacij, do katerih pride pri 
obremenjevanju elementa. Zaključimo lahko, da z nelinearnim KE in uporabo 
inkrementalnega reševanja ustrezno popišemo stanje v strukturi, ki opravi velike pomike in 
velike rotacije. S tem virtualnim eksperimentom smo dokazali veljavnost hipoteze 2. 
 
 
4.3 Toga rotacija 3D nelinearnega končnega elementa 
V tretjem primeru smo obravnavali togo rotacijo kocke. Pričakovali bi, da se napetostno 
stanje v elementih pri togi rotaciji ne spreminja (podobno kot smo pokazali pri 1D primeru). 
Z virtualnim eksperimentom smo preverili razliko med napetostnim stanjem v kocki pri togi 
rotaciji z uporabo 3D nelinearnih KE in 3D linearnih KE. Kocko s stranico dolžine 10 mm 
smo popisali z 12 KE. Pri virtualnem eksperimentu smo izvedli rotacijo kocke okoli 𝑧 osi. 





Slika 4.8: Toga rotacija kocke: a) začetno stanje in b) končno stanje 
Najprej smo izvedli nelinearno analizo, pri tem smo kocko v 1 inkrementu zavrteli za 90°. 
Rotacijo smo izvedli tako, da smo predpisali pomike vsem vozliščem. V preglednici 4.4 so 
zbrane napetosti, ki smo jih izračunali z uporabo 3D nelinearnih KE. 
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Preglednica 4.4: Napetosti pri togi rotaciji – nelinearna analiza 
Element 𝑆𝑥𝑥[MPa] 𝑆𝑦𝑦[MPa] 𝑆𝑧𝑧[MPa] 𝑆𝑥𝑦[MPa] 𝑆𝑥𝑧[MPa] 𝑆𝑦𝑧[MPa] 
1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
3 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
4 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
5 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
6 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
7 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
8 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
9 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
11 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
12 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
 
Vidimo, da so izračunane napetosti enake 0 MPa. Pri obravnavi tega primera z nelinearnimi 
3D KE, kjer nismo predpisali pomika vsem vozliščem, smo ugotovili, da pride do napak pri 
izračunu napetosti. Pravi vrednosti 0 MPa se približamo z uporabo večjega števila 
inkrementov. Na sliki 4.9 je prikazano napetostno stanje v kocki, ki smo ga določili z 
uporabo 3D nelinearnih KE. 
 
Slika 4.9: Napetosti pri togi rotaciji kocke – nelinearna analiza 
Nato smo izvedli še linearno analizo, pri kateri smo celoten zasuk ravno tako izvedli v enem 
inkrementu. V preglednici 4.5 so zbrane napetosti, ki smo jih izračunali z uporabo linearnih 
KE. 
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Preglednica 4.5: Napetosti pri togi rotaciji – linearna analiza 
Element 𝑆𝑥𝑥[MPa] 𝑆𝑦𝑦[MPa] 𝑆𝑧𝑧[MPa] 𝑆𝑥𝑦[MPa] 𝑆𝑥𝑧[MPa] 𝑆𝑦𝑧[MPa] 
1 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
2 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
3 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
4 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
5 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
6 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
7 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
8 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
9 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
10 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
11 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
12 −40714,3 −40714,3 −32571,4 0,0 0,0 0,0 
 
Vidimo, da so izračunane napetosti daleč od 0 MPa. Na podlagi tega lahko zaključimo, da 
je uporaba linearnih končnih elementov neprimerna, ko imamo opravka z velikimi zasuki 
(npr. upogib nosilca, pri katerem pride do velikih povesov). S tem virtualnim eksperimentom 
smo dokazali veljavnost hipoteze 1. 
 
 
4.4 Upogib nosilca 
Nazadnje smo obravnavali primer upogiba nosilca. Najprej smo izvedli eksperiment, nato 




V preglednici 4.6 so podane natančne mase in teže uteži skupaj z obešalom v posameznem 
koraku obremenjevanja. Pri izračunu teže smo upoštevali, da je težnostni pospešek enak 
9,81 m/s2. 
Preglednica 4.6: Mase in teže obremenitev v posameznem koraku 
Obremenitev 𝑚[g] 𝐹𝑔[N] 
1 201,1 1,9728 
2 408,8 4,0103 
3 619,4 6,0763 
4 824,8 8,0913 
5 1029,1 10,0955 
6 1505,5 14,7690 
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Rezultati meritev pri posamezni obremenitvi so podani v preglednicah 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 
4.11 in 4.12. 
Preglednica 4.7: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 1 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 2,00 2,20 2,30 2,17 
2 2,50 2,50 2,50 2,50 
3 2,50 2,50 2,60 2,53 
4 2,50 2,60 2,60 2,57 
Preglednica 4.8: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 2 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 5,00 5,00 5,10 5,03 
2 5,50 5,30 5,50 5,43 
3 5,40 5,50 5,50 5,47 
4 5,30 5,50 5,30 5,37 
Preglednica 4.9: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 3 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 8,00 8,00 8,10 8,03 
2 8,20 8,20 8,10 8,17 
3 8,20 8,30 8,40 8,30 
4 8,10 8,20 8,10 8,13 
Preglednica 4.10: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 4 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 10,70 10,50 10,80 10,67 
2 11,00 11,00 11,00 11,00 
3 11,00 11,10 11,10 11,07 
4 11,00 11,00 11,00 11,00 
Preglednica 4.11: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 5 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 13,30 13,20 13,40 13,30 
2 13,70 13,60 13,60 13,63 
3 13,70 13,80 13,80 13,77 
4 13,50 13,60 13,60 13,57 
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Preglednica 4.12: Izmerjeni upogibi pri obremenitvi 6 
Vzorec Meritev 1 [mm] Meritev 2 [mm] Meritev 3 [mm] Povprečje [mm] 
1 19,90 20,00 19,90 19,93 
2 19,70 19,80 19,80 19,77 
3 20,00 20,10 20,00 20,03 
4 20,00 20,10 20,10 20,07 
 
Na sliki 4.10 so za vsak vzorec prikazani povprečni povesi pri posamezni obremenitvi. 
 
 
Slika 4.10: Povprečni povesi pri posamezni obremenitvi 
V preglednici 4.13 so zapisani izračunani povprečni upogibi za posamezen obremenitveni 
primer pri vseh vzorcih. 
Preglednica 4.13: Povprečni upogibi pri posamezni obremenitvi 








Na podlagi izračunanih povprečnih vrednosti upogibov pri posameznem obremenitvenem 
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vrednosti smo izračunali povprečni modul elastičnosti, ki je enak 9513,36 MPa. Dodatno 
smo modul elastičnosti določili še na podlagi krivulje, ki smo jo dobili iz enoosnega 
preizkusa. Iz sliki 4.11 vidimo, da je krivulja rahlo nelinearna. Iz grafa smo ocenili modul 
elastičnosti 𝐸 = 9873,95 MPa. 
 
 
Slika 4.11: Določitev modula elastičnosti iz nateznega preizkusa 
Ugotovimo, da se modul elastičnosti izračunan preko enačbe upogibnice in modul 
elastičnosti določen na podlagi nateznega preizkusa dobro ujemata. Absolutna razlika med 




4.4.2 Reševanje s končnimi elementi 
Odločili smo se, da bomo odziv nosilca modelirali na majhnem delu nosilca, saj bi pri 
mreženju celotnega nosilca potrebovali zelo veliko število končnih elementov, kar bi 
pomenilo izjemno dolge računske čase. Definirali smo kvader dolžine 130 mm, višine 4 mm 
in širine 0,25 mm. Pri geometrijskemu modelu smo zanemarili razširitev proti koncu vzorca, 
ker razširitev na koncu nima bistvenega vpliva na poves strukture. Za potrebe mreženja in 
definiranja obremenitve smo model razdelili na različne dele, kot je razvidno na sliki 4.12. 
 
Slika 4.12: Geometrijski model nosilca 
Na podlagi fizikalnega ozadja problema smo definirali robne pogoje tako, kot je prikazano 
na sliki 4.13. Na zadnji ploskvi nosilca smo definirali togo vpetje (𝑈𝑥, 𝑈𝑦, 𝑈𝑧 = 0). Na 
stranski ploskvi vzdolž osi 𝑥 smo definirali, da je pomik v smeri osi 𝑦 enak 0 (𝑈𝑦 = 0). V 
vozlišču na daljici 7,7 mm od konca nosilca smo definirali obremenitev. Silo smo zaradi 
zmanjšanja širine obravnavanega nosilca zmanjšali za faktor 40. 
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Slika 4.13: Robni pogoji 
Mreženje modela smo izvedli s pomočjo programa Abaqus. Mreža KE je prikazana na sliki 
4.14. Pri mreženju smo uporabili 39109 KE. 
 
Slika 4.14: Mreža končnih elementov 
Mrežo smo izvozili in problem v celoti rešili z uporabo lastne programske kode v 
Mathematici. Najprej smo problem rešili z uporabo linearnih KE, nato pa še z uporabo 
nelinearnih KE. 
 
3D linearni končni elementi: 
V preglednici 4.14 so podani rezultati za maksimalen poves za vsak obremenitveni primer v 
primeru reševanja s 3D linearnimi KE. V vseh primerih smo pri reševanju uporabili 1 
inkrement. 
Preglednica 4.14: Rezultati simulacij pri uporabi 3D linearnih KE 
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3D nelinearni končni elementi: 
V preglednici 4.15 so podani rezultati za maksimalen poves za vsak obremenitveni primer v 
primeru reševanja s 3D nelinearnimi KE. V vseh primerih smo pri reševanju uporabili 30 
inkrementov. 
Preglednica 4.15: Rezultati simulacij pri uporabi 3D nelinearnih KE 








V preglednici 4.16 je podana primerjava obeh numeričnih izračunov in eksperimenta. V 
preglednici so podani relativni odstopki numeričnih rezultatov glede na eksperimentalne 
meritve. 
Preglednica 4.16: Primerjava meritev z rezultati numeričnih simulacij 
Obremenitev Linearni KE [%] Nelinearni KE [%] 
1 2,96 3,11 
2 4,18 4,18 
3 5,17 5,45 
4 5,73 6,42 
5 5,26 6,51 
6 5,72 8,91 
 
Iz preglednic 4.14, 4.15 in 4.16 vidimo, da se rezultati povesov izračunanih s 3D linearnimi 
KE in 3D nelinearnimi KE ne razlikujejo bistveno. Glavni razlog za to je, da je upogib na 
splošno ravno tak primer, pri katerem se največje napetosti ne pojavijo na mestih največjih 
zasukov. 
Nato smo izvedli še primerjavo napetosti. Primerjavo smo opravili zgolj v primeru največje 
obremenitve. Normalne napetosti smo opazovali v elementih A in C, strižne napetosti pa v 
elementih B in D (prikazano na sliki 4.15). 
 
 
Slika 4.15: Izbrani KE za primerjavo napetosti 
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Elementa A in C se nahajata na zgornjem robu nosilca in sta od vpetja oddaljena 1,25 oz. 2 
mm, v obeh pričakujemo natezne napetosti. Elementa B in D se nahajata približno na sredini 
višine nosilca in sta od vpetja prav tako oddaljena 1,25 oz. 2 mm. V preglednicah 4.17 in 
4.18 so zapisane normalne in strižne napetosti v izbranih elementih z analizo z linearnimi in 
nelinearnimi 3D KE. 
Preglednica 4.17: Primerjava napetosti v elementih A in B 
Napetost Linearni KE [MPa] Nelinearni KE [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐴  66,834 65,231 2,46 
𝑆𝑦𝑦
𝐴  2,754 2,713 1,53 
𝑆𝑧𝑧
𝐴  2,595 2,519 3,00 
𝑆𝑥𝑦
𝐵  1,091 1,067 2,26 
𝑆𝑥𝑧
𝐵  −2,392 −2,352 1,70 
𝑆𝑦𝑧
𝐵  −1,331 −1,301 2,28 
Preglednica 4.18: Primerjava napetosti v elementih C in D 
Napetost Linearni KE [MPa] Nelinearni KE [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐶  70,476 68,776 2,47 
𝑆𝑦𝑦
𝐶  6,343 6,228 1,84 
𝑆𝑧𝑧
𝐶  6,022 5,867 2,64 
𝑆𝑥𝑦
𝐷  1,077 1,053 2,24 
𝑆𝑥𝑧
𝐷  −2,780 −2,730 1,84 
𝑆𝑦𝑧
𝐷  −1,493 −1,459 2,33 
 
Iz preglednic 4.17 in 4.18 vidimo, da med napetostmi ni bistvenih razlik. Odstopanje v 
preglednicah je podano kot absolutna vrednost relativnega odstopanja glede na nelinearne 
KE. Maksimalno odstopanje znaša v elementu A pri 𝑆𝑧𝑧
𝐴  3,00 %, v elementu B pri 𝑆𝑦𝑧
𝐵  2,28 
%, v elementu C pri 𝑆𝑧𝑧
𝐶  2,64 % in v elementu D pri 𝑆𝑦𝑧
𝐷  2,33 %. 
 
Zaradi podobnosti rezultatov smo se odločili, da bomo pokazali, v kakšnem primeru bi bilo 
odstopanje med obema formulacijama večje. Izbrali smo primer zvarjenega nosilca, ki je v 
začetnem stanju prikazan na sliki 4.16 a). Ta primer smo izbrali, ker pričakujemo, da bodo 
napetosti v vodoravnem nosilcu te konstrukcije praktično enake napetostim, ki smo jih 
pravkar prikazali. Obremenitev je v obeh primerih enaka, razlika pa je v tem, da se v novem 
primeru vodoravni nosilec zasuka zaradi upogiba navpičnega nosilca. Deformirano stanje 
konstrukcije prikazuje slika 4.16 b). Numerično analizo smo izvedli tako, da smo poleg sile 
v model vnesli še togo rotacijo. 
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Slika 4.16: Upogib varjenega nosilca: a) začetno stanje in b) končno stanje 
Pri analizi smo upoštevali, da se zgornji del nosilca zasuka za 10°. Pri izračunu smo zaradi 
dodatne rotacije uporabili 50 inkrementov. Primerjavo napetosti v primeru varjenega nosilca 
smo izvedli v istih elementih kot v prejšnjem primeru (glej sliko 4.15). Normalne napetosti 
smo opazovali v elementih A in C, strižne napetosti pa v elementih B in D. V preglednicah 
4.19 in 4.20 so zapisane normalne in strižne napetosti v izbranih elementih z analizo z 
linearnimi in nelinearnimi 3D KE ter relativno odstopanje med njimi. 
Preglednica 4.19: Primerjava napetosti v elementih A in B – varjen nosilec 
Napetost Linearni KE [MPa] Nelinearni KE [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐴  102,247 62,775 62,88 
𝑆𝑦𝑦
𝐴  8,350 2,769 201,61 
𝑆𝑧𝑧
𝐴  7,303 2,624 178,28 
𝑆𝑥𝑦
𝐵  −0,022 1,022 102,20 
𝑆𝑥𝑧
𝐵  1,161 −2,268 151,18 
𝑆𝑦𝑧
𝐵  −0,154 −1,247 87,61 
Preglednica 4.20: Primerjava napetosti v elementih C in D – varjen nosilec 
Napetost Linearni KE [MPa] Nelinearni KE [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐶  97,769 66,141 47,82 
𝑆𝑦𝑦
𝐶  13,343 6,133 117,56 
𝑆𝑧𝑧
𝐶  12,066 5,830 106,95 
𝑆𝑥𝑦
𝐷  0,205 1,008 79,64 
𝑆𝑥𝑧
𝐷  −2,067 −2,629 21,40 
𝑆𝑦𝑧
𝐷  −0,865 −1,399 38,18 
 
Iz preglednic 4.19 in 4.20 vidimo, da je odstopanje med napetostmi že ob zasuku zgornjega 
dela za 10° bistveno večje. Odstopanje v preglednicah je podano kot absolutna vrednost 
relativnega odstopanja. Relativno odstopanje smo izračunali glede na vrednost, ki smo jo 
dobili z nelinearnimi KE. Maksimalno odstopanje znaša v elementu A pri 𝑆𝑦𝑦
𝐴  201,61 %, v 
elementu B pri 𝑆𝑥𝑧
𝐵  151,18 %, v elementu C pri 𝑆𝑦𝑦
𝐶  117,56 % in v elementu D pri 𝑆𝑥𝑦
𝐷  79,64 
%. Maksimalno absolutno odstopanje znaša v elementu A pri 𝑆𝑥𝑥
𝐴  39,472 MPa, v elementu 
B pri 𝑆𝑥𝑧
𝐵  3,429 MPa, v elementu C pri 𝑆𝑥𝑥
𝐶  31,628 MPa in v elementu D pri 𝑆𝑥𝑦




Rezultati in diskusija 
64 
Minimalno odstopanje je v elementu A pri 𝑆𝑥𝑥
𝐴  62,88 %, v elementu B pri 𝑆𝑦𝑧
𝐵  87,61 %, v 
elementu C pri 𝑆𝑥𝑥
𝐶  47,82 % in v elementu D pri 𝑆𝑥𝑧
𝐷  21,40 %. Minimalno absolutno 
odstopanje znaša v elementu A pri 𝑆𝑧𝑧
𝐴  4,679 MPa, v elementu B pri 𝑆𝑥𝑦
𝐵  1,044 MPa, v 
elementu C pri 𝑆𝑧𝑧
𝐶  6,236 MPa in v elementu D pri 𝑆𝑦𝑧
𝐷  0,534 MPa. 
 
Poleg tega lahko primerjamo tudi rezultate napetosti, ki smo jih dobili pri upogibu in 
napetosti, ki smo jih dobili pri varjenem nosilcu. V preglednicah 4.21 in 4.22 je podano 
absolutno odstopanje napetosti in relativno odstopanje napetosti glede na stanje pri 
osnovnem primeru upogiba. 
Preglednica 4.21: Odstopanje napetosti v elementih A in B 
Napetost Abs. odstopanje [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐴  2,456 3,77 
𝑆𝑦𝑦
𝐴  0,056 2,05 
𝑆𝑧𝑧
𝐴  0,105 4,18 
𝑆𝑥𝑦
𝐵  0,045 4,26 
𝑆𝑥𝑧
𝐵  0,084 3,58 
𝑆𝑦𝑧
𝐵  0,054 4,13 
 
Preglednica 4.22: Odstopanje napetosti v elementih C in D 
Napetost Abs. odstopanje [MPa] Odstopanje [%] 
𝑆𝑥𝑥
𝐶  2,635 3,83 
𝑆𝑦𝑦
𝐶  0,095 1,52 
𝑆𝑧𝑧
𝐶  0,037 0,64 
𝑆𝑥𝑦
𝐷  0,045 4,29 
𝑆𝑥𝑧
𝐷  0,101 3,68 
𝑆𝑦𝑧
𝐷  0,060 4,12 
 
Iz preglednice 4.21 vidimo, da je maksimalno absolutno odstopanje med obema primeroma 
v elementu A pri 𝑆𝑥𝑥
𝐴  2,456 MPa, v elementu B pa pri 𝑆𝑥𝑧
𝐵  0,084 MPa. Največja absolutna 
vrednost relativnega odstopanja je v elementu A pri 𝑆𝑧𝑧




Iz preglednice 4.22 vidimo, da je maksimalno absolutno odstopanje med obema primeroma 
v elementu C pri 𝑆𝑥𝑥
𝐶  2,635 MPa, v elementu D pa pri 𝑆𝑥𝑧
𝐷  0,101 MPa. Največja absolutna 
vrednost relativnega odstopanja je v elementu C pri 𝑆𝑧𝑧




Iz vseh primerjav vidimo, da je že pri minimalnem zasuku telesa v prostoru uporaba linearnih 
3D KE neustrezna. Dobimo napačno informacijo o napetostnemu stanju v strukturi. Z 
uporabo nelinearnih 3D KE dobimo rezultate, ki so v obeh primerih primerljivi, razlike so 
sprejemljive. Razlike bi se dodatno zmanjšale z uporabo večjega števila inkrementov pri 
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izračunu. Na ta način bi zmanjšali napako pri izračunu napetosti, ki se pojavi zaradi rotacije. 
S tem smo potrdili hipotezo 3. 
 
  








V okviru magistrskega dela smo preučevali formulacije, ki jih uporabljamo pri reševanju 
nelinearnih problemov v mehaniki. 
1) Predstavili smo dve formulaciji za reševanje nelinearnih problemov v mehaniki, ki 
upoštevajo velike pomike, velike rotacije in majhne deformacije. 
2) Izpeljali smo enačbe za nelinearne 1D in 3D KE, ki temeljijo na celotni Lagrangeovi 
formulaciji. Pokazali smo, kako lahko enačbo za nelinearen 3D KE preoblikujemo v 
enačbo za linearen 3D KE. 
3) Zasnovali smo lastno kodo za preračune nelinearnih 1D in 3D problemov v mehaniki. 
Kodo smo uporabili pri preračunu primerov, s katerimi smo pokazali, da razviti KE 
omogočajo obravnavo problemov, pri katerih pride do velikih pomikov in rotacij. 
4) Pokazali smo, da z uporabo linearnih KE v primeru velikih pomikov in velikih rotacij 
dobimo napačne rezultate. Pri togi rotaciji kocke so se v elementih pojavile napetosti. S 
tem smo potrdili hipotezo 1. 
5) Ugotovili smo, da se pri uporabi nelinearnih 3D KE pri togi rotaciji v elementih pojavijo 
napetosti, če ne predpišemo pomikov vsem vozliščem. V tem primeru moramo za 
zmanjšanje napake pri reševanju uporabiti čim večje število inkrementov. 
6) Ugotovili smo, da je za izračun pravilnih rezultatov pri obravnavi nelinearnih 
problemov v mehaniki nujna uporaba inkrementalnega reševanja. S tem smo potrdili 
hipotezo 2. 
7) Izvedli smo eksperiment upogiba nosilca. Rezultate smo primerjali z numeričnimi 
simulacijami, pri katerih smo uporabili linearne in nelinearne 3D KE elemente. Pri 
upogibu nosilca na mestu največjih napetosti ne pride do velikih rotacij, zato se rezultati 
niso bistveno razlikovali. 
8) Izvedli smo dodaten numerični eksperiment, pri katerem smo obravnavali varjen 
nosilec, ki se je poleg upogiba zasukal za 10°. Ugotovili smo, da je v tem primeru 
obravnava z linearnimi KE neustrezna, saj dobimo napačno informacijo o napetostnemu 
stanju v nosilcu. Z uporabo nelinearnih KE pa smo dobili podobne rezultate kot v 
primeru upogiba nosilca brez rotacije. S tem smo potrdili hipotezo 3. 
Na podlagi celotne Lagrangeove formulacije smo izpeljali enačbe za 1D in 3D nelinearne 
KE, ki jih lahko uporabimo pri obravnavi problemov v mehaniki, ki vsebujejo velike pomike 
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in velike rotacije. Na primerih smo prikazali ustreznost uporabe obeh KE. Na istih primerih 
smo prikazali tudi to, za katere primere uporaba linearnih KE ni ustrezna. 
 
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
V prihodnosti bi lahko razvite KE nadgradili tako, da bi upoštevali materialne nelinearnosti 
in na ta način dobili precej bolj splošne KE. Poleg tega izziv v prihodnosti predstavlja tudi 
razvoj KE, ki bi poleg velikih pomikov in rotacij upošteval tudi velike deformacije. Vse 
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